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L0 X齿形的数学模型及其参数选择 

(山东大学机械工程学院，山东济南 260o61) 冯显英 王爱群 艾 兴 

摘要 基于 齿形的构造原理，建立了 x齿形的数学模型，分析了Logi)(齿轮特有的基本参 

数对其齿形和齿轮啮合性能的影响及其合理选择，从而丰富和发展 了新型齿廓的理论体系，对 齿 

轮的推广应用，具有重要意义。 
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前言 1 LDgiX齿轮 简介 日IJ吾 LD iX齿轮 倘 『． 

齿轮作为机械传动的主要组件用来传递运动和动 

力，它的精度和性能直接影响到机器的性能。现代科 

技和生产的发展，要求齿轮传动的动态性能不断优化。 

在齿轮传动中，决定其动态性能优劣的最基本要 

素就是齿轮的齿形。为了满足不同的使用场合，人们 

在实践中发展了诸多不同的齿形。由于渐开线齿形具 

有诸多优点，因此今天已占据了绝对的优势。但随着 

科技和生产发展的需要，为了弥补渐开线齿形的不足 

和满足不同的使用场合，相继出现了一些其它形式的 

齿形。为了满足高速重载和小型化的要求，基于基本 

渐开线齿形，日本学者小守勉 20世纪 80年代末提出 

了一种新型齿廓 ，称之为 Logi)(齿形 J。作为一种新 

型齿廓， x齿形从理论到实际都还有许多未知的领 

域有待于进一步的研究。为此，在国家 自然科学基金 

的资助下，本文对这种新型齿廓作了进一步研究，对完 

善其啮合理论体系，加速和普及其推广应用 ，具有重要 

意义。 

1．1 LogⅨ齿形构造原理 

Logi)(齿形是由许多微段渐开线连接而成的。如 

图1所示，取一点 0l并作夹角为 口。的两射线 01n0和 

0lⅣl。作节线 PL垂直于01Ⅳ1，交两射线于 Ⅳ1和 

点，并满足 0ln0=Gl。然后以给定 的压力角参数 

角，作 01 01 =2G1，以 01和 01 为圆心 ，以 G1为半径 

分别作相切的两个基圆，两基圆和节线 分别交于 

no点和 nl点，若两圆的公共发生线为 g1 s1，按渐开线 

a，+a 

图 I x基准齿条齿形的形成原理 

所不 。 

本文主要讨论激波器与活齿的相对滑动的问题。 

同样道理，活齿与中心轮之间亦存在相对滑动，而且两 

组的相对滑动速度不同，必然导致活齿的滚针轴承无 

法形成局部 自由度。为解决这一问题 ，我们将活齿上 

的滚针轴承分成两组 ，一组与激波器啮合 ，另外一组与 

中心轮啮合 ，以便分别形成局部 自由度，变滑动为滚 

动，解决激波器的胶合问题。 

3 结 论 

本文从激波器相对速度的变化规律的分析中得出 

激波器产生胶合的原因，并通过改变活齿结构消除激 

波器与活齿间的相对滑动，变滑动和相对约束滑动为 

纯滚动，从而较好的解决激波器的胶合问题，延长激波 

器的使用寿命。 
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形成原理，微段渐开线 m。s，和 s，m，分别是发生线 

gl Sl沿 0l和 0l 的基圆滚过弧长 gl 0和 gl l形成 

的。整个齿廓的构造过程是一个递推过程，重复以上 

步骤可得下一微线段 m1 m2。下一微段渐开线 m1 m2 

的压力角应比上一微段渐开线的压力角有一增量，基 

圆半径取值满足一定的变化规律I2]，且各不同微段渐 

开线连接应平滑，这样连接点的曲率中心在节线上。 

依次进行下去，就可得到所需的整个齿廓曲线。基准 

齿条节线以下齿廓的形成与节线以上齿廓的形成原理 

相同。 

1．2 LogiX齿轮特点 

依据齿轮啮合理论，按照上述规则原理构造 的 

x齿形齿轮凸凹对称啮合，且各微段渐开线的接合 

点在啮合时的相对曲率为零(这些点被称为零点或 Ⅳ 
一 P点)。齿形上大量零点的啮合使其滑动系数变的 

很小 ，基本上实现了滚动摩擦 ，于是增加了齿轮表面的 

接触疲劳强度。 

研究表明，在相同条件下，LogiX齿轮的齿面接触 

疲劳强度约为渐开线齿轮的 3倍，弯曲疲劳强度约为 

渐开线齿轮的 2．5倍。同时， 齿形的另一突出优 

点是可以设计成少齿数齿轮，最少齿数可以降到 3～4 

个，比渐开线最少齿数 l4～l7小的多，从而实现了大 

传动比传动。显然，新型齿轮不同于常规标准渐开线 

齿轮的这些特点 ，对改善动力机械传动的性能和质量， 

实现产品设计的重载化 、小型化、长寿命和结构的紧凑 

化，具有极其重要的意义。 

2 Lo6X齿廓 曲线 的数学模 型 

2．1 i．otcx齿条齿廓数学模型 

对 Lot~X齿廓，可分 为 

图2所示的4段来处理。依 

据其成形原理可知齿形的曲 

率中心都应在节线上，且齿 

形在节线以上为凸，节线以 

下为凹。取其齿形段 2建立 

如图 3所示 的坐标系，齿条 
节线与齿廓微段渐开线初始 图3 ia#x齿条齿形 

展开段交于端点 m0重合，并与坐标系原点 0重合。 

按上述坐标系的建立， 齿条节线处初始位置 

齿廓微段渐开线 m0ml的形成过程如图 5所示。 

给定 口0， ，G。，及 ID，，10=0，则由渐开线的性质得渐 

开线在 s。点的曲率半径为 

Psi=GI# 及 Psi=pml+Gl l 

所以微段渐开线在 m。点的曲率半径和压力角分 

别为 

Pml=Psi—Gl l=GI( 一 1) 

OtI Ot0 + + l 

图4 x齿条坐标建立 

m ， 上 

_ ／ _G
。 

6 

(1) 

(2) 

l玺l 5 初始位置微段渐开线的形成过程 

图中 0l"t0 ，l"tll"tl 均垂直于 0l 0l ，l"tll"tl”垂直于 

0l"t0 ，△ 0l"tl 11,1"为直角三角形。由几何关系可得 

)= 嵩 ： 
2一(cos +c0s 1) 

sin8—-sin~1 

即 sin( a0+ ~)=_2- (cos 8+co$~1) (3) 

根据 x齿条齿形的形成过程和式(1)、式(2)、 

式(3)可得齿形上任一 N—P点的曲率半径为 

Pmi=pmi—l+Gi( 一 ) 

当 i=k时，因 IDmo=0 

Pmk=GI( 一 1)+G2(c~一 2)+⋯+ck( 一 )= 

∑Gi( 一 i) (4) 

齿形上任一点的压力角由图 1可递推得 

ai ai—l+( + 1) 

而当 i=k时 

ak=aO+( + 1)+( + 2)+⋯+( + )= 

口0+ ( + )=口0+ +∑ (5) 

同样由 一- = 譬 可推得 
~ 
。

,,rti_l rti=|刍 鲁 ㈦ (6) 
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因此， x齿条第2段的坐标方程为 

啷  

由齿形的形成过程并由几何关系可得 

齿廓第 1段的坐标方程为 

f l=一(nonk—pm~cOSak) 

I)，l：一』D， sin口 
齿廓第 3段的坐标方程为 

f l：s一(nonk一[．d~cosak) 

I)，l：』D sin口 

齿廓第4段的坐标方程为 

三 
2．2 LogLX齿轮齿廓数学模型 

如图 6所示，已知标 

准齿条的齿形，以齿条齿 

廓与节线的交点为原点， 

建立一个和齿条相固连的 

运动坐标系 0l l Yl，则在 

此坐标 系中齿条齿廓上 

Ⅳ一P点的坐标方程可由 

式(7)表示。 

齿轮齿条传动，应满 

足齿轮节圆与齿条节线作 

纯滚动的要求。因此，当 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

《 ＼ 
． 

。1 P／ ， 
l ： 
_ 

， 一 

图6 【ogix齿轮的齿形 

已知 x齿条的基准齿形时，就可以通过坐标变换 

法求出与之共轭的 Lo 齿轮的齿廓方程。图 6中， 

以节圆与节线的切点 P为原点建立一个固定坐标系 

，以齿轮转动中心为原点建立一个与之固连的动 

坐标系 02 Y2。在起始位置，0l与 P重合，y，yl， 

重合。设给定的齿条移动一段距离 z，由图知 z： ．+ 

y~cotak，则齿轮应转过 2角， 2=l／r2。根据啮合原 

理l3J，将齿条齿廓曲线在动坐标 0l l Yl中的点变换 

到定坐标 OXY中 

f =-yl哪 一 c0s ) ‘ ，1 1、 【)，=Yl=p~sin口 u 

上式为齿条和齿轮的啮合线方程式。取 2以顺 

时针方向为正方向，将上式变换到 02 中，便得到 

齿轮齿廓上对应的方程 

f 2：．~C06(IO2一(Y—r2)sincp2 

【Y2=xsincp2+(Y—r2)cos~oz 

将(11)式代人整理可得 齿轮齿廓曲线坐标 

第一象限方程式 

f 一 瞄 伽 一 ～z、)sin~z (12) 【
y2=一iOrnkCosOtkSill(IO2+(』D， sin口 一／'2)e08 2 - 

同理，也可得对应基准齿条齿廓的 x齿轮的 

其余 3段的方程式(略)。 

3 Log4X齿廓基 本 参数 对 齿形 和 啮合 性 

能的影 响和合 理选择 

LogiX齿廓除具有渐开线齿廓所具有的基本参数 

以外，还有其特有的基本参数 ，包括初始压力角 口 相 

对压力角 和初始基圆半径 等。这些参数的选择 

直接影响到齿形形状，进而影响到 齿轮的啮合 

性能、强度 、耐磨性等。 

3．1 初始压力角 口0的影响及选择 

初始压力角 口0对齿形有很重要的影响，对于不同 

模数的齿轮，一般要选取不同的初始压力角 口。。实际 

计算时，为提高齿轮的传动效率，首先想到选取 Ot0为 

，但计算后发现，用 口0=0o的齿条刀具加工出的齿轮 

将在分度圆处出现切人现象，所以不能选用。比较与 

LogLX齿轮相似的双圆弧齿轮的齿条可见[引，双圆弧齿 

轮的齿条在节线处的连接，不是两圆弧相切连接而成 

的，而是用一段小圆弧把两个圆弧连接而成的，这样做 

正是为了避免在节线处出现压力角为 的情况。对 

x齿轮，同样也要避免这样的情况发生，因为在 Ot0 

= 0o时， gi)(齿轮的根切齿数会很大，将导致齿轮在 

分度圆处被刀具切人。因此，在 齿条节线附近， 

口0不能取为 。并且 口0越小，齿轮根切的齿数越大， 

发生根切的可能性越大，所以不仅不能取 Ot0为 ，取 

口0过小也是危险的。依据式(3)、式(4)、式(5)，Ot0变 

化对 I_ogiX齿条齿形弯曲程度的影响可用图7所示描 

述。显然，越大齿条齿形就越弯曲，反之，越小则齿形 

就越直。因为齿条的模数越大，其齿顶高 h。=h。 m 

就越大，若此时 口0取得太大会使得齿顶厚度变得很小 

而出现齿顶变尖甚至被削掉。所以，对模数较大的齿 

条，口0的取值应较小 ，模数较小的齿条，口。的取值可较 

大。一般地由实际计算的经验，口0取 ～1 是比较合 

适的，并且模数越大，口。取值越小。 

3．2 基圆半径 的影响及选择 

在成形 齿廓曲线时，由经验公式 =Go× 

[1一sin(O．6a )]可知l2J， 受两个参数的影响，一是 

G0，一是压力角 口i。图 8是当 口0和 的值一定时，G0 

对 LogLX齿条齿形弯曲程度的影响。显然，随着 的 

增大，齿条的齿形将变得较直，反之，随着 Go的减小， 

齿条的齿形将变得更弯曲。因此，对模数较大的齿条， 

应取较大的 值 ，反之，模数较小的齿条应取较小的 
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G0值。 

3．3 相对压力角 的影响及选择 

m=6，z=25，8=0．05。，G0=15500 

图 7 的变化对 x齿条齿形的影响 

m=6，z,=25，∞=4。， 8=0．05。 

图8 Co的变化对 x齿条齿形的影响 

按照 x齿形的形成过程， 取值越小， x 

齿轮啮合时齿廓上相对曲率为零的啮合点(零点)数量 

就越大。结合2．1节，不难递推出齿形上任一零点 m 

处的相对压力角 满足 

sin(口I一1+ ) 2一(cos8+COS ) 

m／mm aO ~o／mm 

l5 2．5o O．∞0 2【l0 

18 2．40 0．∞O 10II6 

20 2．40 0．∞O i00o 

22 2．30 0．∞O 3踟0o 

当 减小至 0．0006~时(约为 2角秒)，零点的数 目 

可达到 46OO0多个【2J。此时，即便模数为 100(取得很 

大)，相临的零点间微段渐开线弧长也只有几微米。即 

在 齿轮啮合传动时，滚动接触是每隔几个微米 

交替进行。零点数量越大，齿廓啮合过程中，其相对滑 

动的时间越少，相对滚动的时间越多，从而减少了齿面 

磨损，增加了齿轮的寿命和承载能力。但考虑到目前 

CNC系统内存容量、插补能力及其机床加工时的分辨 

率等方面的限制，一般取 ≥0．0006~。 

3．4 选择例 

依据上述讨论分析，这里取 =0．05~，我们将不 

同模数的 LooX齿形所取的初始压力角 口o，基圆半径 

GD值经过计算列于表 1中供选用。但对于实际取值， 

还应参照上述选择规则，视具体的加工条件和特殊使 

用要求 ，在实践中作进一步的完善。 

， 
4 结论 

(13) 

由式(5)、式(13)可知， 越大， 就越大。在初始压力 

角a。和最大压力角口一取值确定的情况下，其零点就 

减少。反之，零点数量就越多。 

=6。z,~25。 at--4。，G0---15500 

图9 的变化对 LooX齿条齿形的影响 

襄 1 不同模数的 x齿条所取的参数值 

m／mm 口0 ~o／mm 

l l0o O．∞O 600O 

2 8．0o O．∞O 9500 

4 6．0o O．∞O l000o 

5 5．0o O．∞O ll00o 

6 4．0o O．∞O l20【lo 

8 3．2O O．O D l2 4 

10 2．舳  O．05o l4000 

12 2．6O O．05o l650o 

对近年来国际上提出的全新齿廓曲面 la~tx齿 

形，作了进一步的研究。进一步分析了其齿廓形成的 

原理，建立了 la~tx齿轮啮合传动的二维数学模型。 

讨论了Logi)(齿轮固有的各基本参数对其齿形形状和 

齿轮啮合性能的影响及其合理选择，并计算给出了参 

数选择实例。从而丰富和发展了新型齿廓的理论体 

系。为利用 CNC技术，高效灵捷创成复杂的LostX齿 

廓曲面奠定了数学基础。由于 IacX齿轮所具有的不 

同于常规标准渐开线齿轮的独特的特点，使得新型齿 

廓的推广应用对改善动力机械传动质量，实现产品设 

计的重载化、小型化和长寿命具有重要意义。 
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